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基于此概念，通过对 BV 函数的间断点集合 Hausdorff 测度的仔细分






















































  This paper is divided two chapters. The first chapter discusses the 
existence and uniqueness of solution for the Cauchy problem of the 


























The second chapter studies the geometric properties of a Riemannian 
manifold. We generalizes the concept of the parallel rays of Euclidian 
space to a complete noncompact Riemannian manifolds and discuss its 
properties. 
The above quasilinear degenerate parabolic equation arises from 
physics, mechanics, biology and finance etc fields. If 
njiaij ,,2,1,,0 Λ=≡ , the above equation is just the well-known 
conservation law equation, so there is not classical solution generally. 
  When the space variable is one-dimension, mathematicians had made 
thoroughly study in the existence and uniqueness of Cauchy problem or 
the first boundary problem. 
  When the space variables are multiple, the existence of the solution 
also had been thoroughly studied. But for the uniqueness of the solution, 
there are only a few results which study some special cases. In particular, 
there is not a satisfied result when the equation is strongly degenerate. 
By studying the known concepts and methods, this paper quotes a 














contains some important information, which had been lost in the old 
definitions. On this new concept, we succeed to prove the uniqueness of 
Cauchy Problem of the above equation by the methods of using the 
Hausdorff measure of the set of the discontinuous points of BV solution 
and Kruzkov technique etc. The existence of the solution we have 
defined is proved by regularized method and weakly convergent 
technique.  
In the second part of this paper, by considering the geometric 
properties of some well-known classical Riemannian manifold and 
combining with results we had got, we give the definition of the parallel 
rays in a complete nocompact Riemannian manifold M, which are usual 
parallel rays when M is restricted to Euclidean space Rn. By Toponogov 
Comparison Theorem, we prove that for a given ray γ in M which 
curvature is bounded below, there is a unique ray emanating from any 
point outside γ such that the ray is parallel to γ . If the sectional 
curvature of the manifold satisfies 22 bKa M −≥≥− , the parallel rays 
have the same properties as in Euclidean space case. But if M with 
nonnegative curvature, it is essentially different from the Euclidean 
space case. Also we discuss the existence of infinite closed complete 
geodesic in a nocompact Riemannian manifold with nonnegative 
curvature. 
 
Key words: Quasilinear degenerate parabolic equation, Weak solution, 
Existence and uniqueness, Complete nocompact Riemannian manifold, 
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动， 由质量守恒律， 有 




θ                    （1.1） 
其中V 表示渗流速度， θ表示介质的空隙率。 Darcy 定律给出 
                  Φ∇−= )(θKV ,                     (1.2) 
其中 )(θK 为液导系数， Φ为总位势。假设吸附作用、化学作用、
渗透效应和热效应都可忽略， 则Φ可表示成 
                   z+Ψ=Φ ,                        (1.3) 
右端第一项Ψ是重力位势。 这里我们取坐标 ),,( zyx 使 z 轴垂直向
上。 联合（1.1），（1.2），（1.3） 得到 























Ψ − . 






















∂ θθθ .                   （1.5） 
如果考虑的是流体在水平柱中运动，则得到方程 




∂ .                    （1.6） 
如果所考虑的是流体在铅垂柱中的运动，则得到方程 











.                     （1.7） 
另一种情形是， )(Ψ=θθ ，且当 0<Ψ 时， θθθ ,)(0 <Ψ≤ 严格
递增，而当 0>Ψ 时， θθ =Ψ)(  此时（1.4）变成 






Ψ∂ )())(()(θ ，          （1.8） 









,                        （1.9） 
其中 ρ表示生物分布的密度， )(ρσ 表示生物的增长率，扩散系数
)(ρA′ 当 0>ρ 时为正而当 0=ρ 时为零。 



























∂                  （1.10） 
其中 u 表示温度，A(u)满足条件： )(uA′ 当 0>u 时为正, 0)0( ≥′A 。
对应的初值条件是 
)()0,( xExu δ= , 












                 ),( ufuuuu tyxx •=−+               （1.12） 
和流体力学中的边界层理论（见[2]） 
           02 =++−− BwAwUwwww ηξτηη ην          （1.13） 
其中ν 是常数，U, A, B 是已知函数。 
如果流体在各向异性的多孔介质中流动，则扩散模型可能为 































其中 jiij aa = 满足条件 
n
nji
ij Rutxa ∈=∀≥ ),,,(,0),,( 21 ξξξξξξ Λ .     

























     （2.1）              
nRxxuxu ∈= ),()0,( 0                               （2.2） 
其中 0)()( ≥′= sAsa . 当集合 }0)(:{ =′= sAsE 没有内点时, 人们称






























是一维时证明了 BV 解的唯一性。此时 BV 解是指: 对任意的
RTQT T ×=> ),0(,0 , 
      )()(),()( 2 TlocTT QLx
uAQLQBVu ∈
∂
∂∈ ∞Ι ,            （2.3） 
且对任意的 )(0 0 TQC
∞∈≤ ϕ 和任意实数 k, 如下的积分不等式成立 





































              （2.5） 
















，          （2.6） 
证明了 BV 解的唯一性。其中 φ=21 SS Ι 这一条件起到重要的作用。 
2001 年 G.Q.Chen 和 E. Dibenedetto[13]如下形式方程的 Cauchy
问题证明了熵解的存在唯一性 

















            （2.7） 



















三.  BV 函数的基本知识 
 
本节主要参考文献[5] 和[21]。 































∂−= ∫∫ ΩΩ , 
所以 
              dxfgradDf ∫∫ ΩΩ = .                   （3.2） 
实际上，对于一般的 )(1,1 Ω∈Wf ，（3.2）都成立。 
定义 3.2： 设 nR⊂Ω 为有界域，称 )(1 Ω∈ Lf 为有界变差函数（简
称 BV 函数），如果 
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